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Àííîòàöèÿ

Â ñòàòüå ïðèâåä¸í êðàòêèé àíàëèç ñîñòîÿíèÿ ïðîáëåìû î ñòðóêòóðå k-ñâÿçíûõ
ãðàôîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: k-ñâÿçíûé ãðàô.

ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß
È ÏÎßÑÍÅÍÈß

Íà÷íó ÿ ýòó ñòàòüþ òàê, êàê íà÷èíàþò-
ñÿ ñîòíè, à ìîæåò áûòü, è òûñÿ÷è ñòàòåé
ïî òåîðèè ãðàôîâ: «Ïîä ãðàôîì â äàííîé
ðàáîòå ïîíèìàåòñÿ êîíå÷íûé íåîðèåíòè-
ðîâàííûé ãðàô áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðå-
áåð.» À ÷òî ýòî çíà÷èò? Ãðàô � ýòî ìíîæå-
ñòâî âåðøèí, ñîåäèíåííûõ ðåáðàìè (ïðî-
ñòåéøèé ïðèìåð ãðàôà ëþáîé èç âàñ ìî-
æåò óâèäåòü, ïîñìîòðåâ íà ñõåìó ìåòðî:
ñòàíöèè � ýòî âåðøèíû, à ñîåäèíÿþùèå
èõ ëèíèè � ðåáðà). Êîãäà ãîâîðèòñÿ «áåç
ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð» èìååòñÿ â âèäó,
÷òî âåðøèíû ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû íå áî-
ëåå ÷åì îäíèì ðåáðîì è ðåáðî íå ìîæåò
ñîåäèíÿòü âåðøèíó ñ íåé æå ñàìîé.

Ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G òðàäèöè-
îííî îáîçíà÷àåòñÿ V(G), à ìíîæåñòâî ðå-
áåð � E(G). Ñòåïåíü âåðøèíû v, òî åñòü
êîëè÷åñòâî âûõîäÿùèõ èç íåå ðåáåð, îáî-
çíà÷àåòñÿ d(v).

Îïðåäåëåíèå 1.1. (íå î÷åíü ôîðìàëü-
íîå) Ïóòåì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ðåáåð, â êîòîðîé êîíåö îäíîãî
ðåáðà ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì ñëåäóþùåãî. Ãðàô
íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ìåæäó ëþáûìè
äâóìÿ åãî âåðøèíàìè ñóùåñòâóåò ïóòü.

Ñâÿçíûå ãðàôû èçó÷àþòñÿ ïðàêòè÷åñêè
òàê æå äàâíî, êàê è ãðàôû âîîáùå. Íî â
XX-ì âåêå ïîÿâèëàñü íåîáõîäèìîñòü èçó-
÷àòü òàêæå è òî, «íàñêîëüêî ñèëüíî» ñâÿ-
çåí ãðàô. Îäíèì èç ñïîñîáîâ îïðåäåëèòü
ýòó «ñèëó ñâÿçíîñòè» ñòàëà k-ñâÿçíîñòü.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Âåðøèííîé ñâÿçíîñ-
òüþ ãðàôà G (îáîçíà÷àåìîé κ(G) íàçûâà-
åòñÿ ìîùíîñòü íàèìåíüøåãî ïîäìíîæåñòâà
ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà G òàêîãî, ÷òî ïðè
åãî óäàëåíèè G ñòàíîâèòñÿ íåñâÿçíûì èëè
òðèâèàëüíûì (òî åñòü ñîñòîÿùèì èç îäíîé
âåðøèíû). Ïðè ýòîì ãðàô G íàçûâàåòñÿ
k-ñâÿçíûì, åñëè κ(G) ≥ k.

Íàïðèìåð, åñëè âû ðàññìîòðèòå ñëåäó-
þùèé ãðàô (ðèñ. 1), òî ëåãêî çàìåòèòå, ÷òî
ïðè óäàëåíèè ëþáîé âåðøèíû îí îñòàåòñÿ
ñâÿçíûì.

Òàêèì îáðàçîì, ýòîò ãðàô, êàê ìèíè-
ìóì, 1-ñâÿçíûé. Êðîìå òîãî, âû ìîæåòå óäà-
ëèòü äâå âåðøèíû ýòîãî ãðàôà (è, íàäåþñü,
ñåé÷àñ ñàìè ïðèäóìàåòå, êàêèå èìåííî äâå
âåðøèíû, íå ïîäãëÿäûâàÿ â ïîäñêàçêó íà
ñëåäóþùåì ðèñóíêå) è ïîëó÷èòü íåñâÿçíûé
ãðàô.

À èìåííî, óäàëèâ âûäåëåííûå âåðøè-
íû (ðèñ. 2), âû ïîëó÷èòå ñëåäóþùèé íå-
ñâÿçíûé ãðàô (ðèñ. 3).

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî âûáðàòü âåð-
øèíû, êîòîðûå áóäóò óäàëåíû, ìîæíî îò-
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íþäü íå îäíèì ñïîñîáîì � ïîäîéäåò ëþáàÿ
ïàðà âåðøèí, íå ñîåäèíåííûõ ðåáðîì.

Òåïåðü ìû óáåäèëèñü, ÷òî ðàññìàòðèâà-
åìûé ãðàô è 1-ñâÿçíûé, è 2-ñâÿçíûé, íî
íèêàê íå áîëüøåé ñâÿçíîñòè, òî åñòü
κ(G) = 2.

Ê ñîæàëåíèþ, ó ïîíÿòèÿ k-ñâÿçíîñòü åñòü
îäèí ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê � îíî î÷åíü
ëîêàëüíîå. Íàïðèìåð, åñëè ðàññìîòðåòü
ñëåäóþùèé ãðàô, òî âèäíî, ÷òî îí òîæå
2-ñâÿçíûé, êàê è ãðàô èç ïðåäûäóùåãî ïðè-
ìåðà (âåðøèíû, êîòîðûå íàäî óäàëèòü äëÿ
ïîòåðè ñâÿçíîñòè, íà ðèñóíêå âûäåëåíû
÷åðíûì (ðèñ. 4)).

Íî åñëè ïîñìîòðåòü íà ýòîò ãðàô, òî
ñîçäàåòñÿ âïå÷àòëåíèå, ÷òî ê ãðàôó «áîëü-
øîé ñâÿçíîñòè» ìû äîðèñîâàëè êóñîê «ìà-
ëåíüêîé ñâÿçíîñòè», è ïîëó÷èëîñü, ÷òî
óìåíüøèëàñü ñâÿçíîñòü âñåãî ãðàôà. Òî åñòü
ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñâÿçíîñòü âëèÿåò íà ñòðóê-
òóðó òîëüêî íåáîëüøîãî ïîäãðàôà. Êàê æå
áîðîòüñÿ ñ ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì? Ñóùåñòâó-
þò äâà ïóòè: ïåðâûé èç íèõ � ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî ìû íå ìîæåì óäàëèòü íè îäíîãî
ðåáðà ãðàôà, íå óìåíüøèâ åãî ñâÿçíîñòü, à

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Ðèñ. 3 Ðèñ. 4

âòîðîé � ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìû íå ìîæåì
ñòÿíóòü íè îäíîãî ðåáðà ãðàôà áåç óìåíü-
øåíèÿ ñâÿçíîñòè. (Ñòÿíóòü ðåáðî � çíà÷èò,
îáúåäèíèòü äâå ñîåäèíÿåìûå èì âåðøèíû
â îäíó. Íàäåþñü, çíà÷åíèå òåðìèíà «óäà-
ëèòü ðåáðî» ïîíÿòíî óâàæàåìûì ÷èòàòåëÿì
è áåç îáúÿñíåíèé.) Åñëè æå ãîâîðèòü ÷óòü
áîëåå ôîðìàëüíî, òî ìû ïîëó÷èì ñëåäóþ-
ùèå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèÿ 1.3. Ðåáðî íàçûâàåòñÿ ñó-
ùåñòâåííûì, åñëè ïðè åãî óäàëåíèè ñâÿç-
íîñòü ãðàôà óìåíüøàåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ìè-
íèìàëüíûì, åñëè âñå åãî ðåáðà ñóùå-
ñòâåííû.

Îïðåäåëåíèå 1.5. Ïóñòü ãðàô G �
k-ñâÿçíûé. Ðåáðî íàçûâàåòñÿ k-ñòÿãèâàåìûì,
åñëè ïðè åãî ñòÿãèâàíèè ãðàô ñîõðàíÿåò k-
ñâÿçíîñòü, èíà÷å ðåáðî íàçûâàåòñÿ íåñòÿ-
ãèâàåìûì.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ìè-
íèìàëüíûì îòíîñèòåëüíî ñòÿãèâàíèÿ ðå-
áåð, åñëè âñå åãî ðåáðà íåñòÿãèâàåìû.
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Ïîñìîòðåâ íà ñàìûé ïåðâûé ïðèìåð,
âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü ìîæåò ëåãêî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî âñå ðåáðà â ýòîì ïðèìåðå ñóùå-
ñòâåííû, íî 2-ñòÿãèâàåìû. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå, ðåáðî, ñîåäè-
íÿþùåå âûäåëåííûå ÷åðíûì âåðøèíû �
íåñóùåñòâåííî, íî íåñòÿãèâàåìî. Òàêèì
îáðàçîì, íè îäíî èç ýòèõ ñâîéñòâ íå ÿâëÿ-
åòñÿ ñëåäñòâèåì äðóãîãî (ðèñ. 5).

ÎÁÇÎÐ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ

Íàñòîÿùèé èíòåðåñ ê ìèíèìàëüíûì è
ìèíèìàëüíûì ïî ñòÿãèâàíèþ ãðàôàì âîç-
íèê ïîñëå ðàáîòû Â. Òàòòà [3], â êîòîðîé
áûëî äàíî ïîëíîå îïèñàíèå ñòðóêòóðû 3-
ñâÿçíîãî ãðàôà â òåðìèíàõ óäàëåíèÿ è ñòÿ-
ãèâàíèÿ ðåáåð. Âîïðîñ î òîì, êàêîâà ñòðóê-
òóðà ìèíèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî ïî ñòÿ-
ãèâàíèþ k-ñâÿçíîãî äëÿ k áîëüøèõ 3, áûë
ðàññìîòðåí â ñòàòüå Ð. Õàëèíà [1], íî, ê
ñîæàëåíèþ, îïèñàííûå â ýòîé ñòàòüå ðå-
çóëüòàòû äîâîëüíî ïðîñòû. Â ýòîé æå ñòà-
òüå áûë çàäàí âîïðîñ î òîì, êàêîâà êîí-
ñòàíòà c, òàêàÿ ÷òî êîëè÷åñòâî âåðøèí ñòå-
ïåíè k â ìèíèìàëüíîì è ìèíèìàëüíîì ïî
ñòÿãèâàíèþ k-ñâÿçíîì ãðàôå ðàâíî ïî êðàé-
íåé ìåðå c V . Â äàëüíåéøåì èññëåäîâà-
ëèñü â îñíîâíîì k-ñâÿçíûå ãðàôû, îáëàäà-
þùèå òîëüêî îäíèì èç äâóõ ñâîéñòâ � ìè-
íèìàëüíîñòüþ èëè ìèíèìàëüíîñòüþ ïî ñòÿ-
ãèâàíèþ. Íàèáîëüøåå ïðîäâèæåíèå â ïåð-
âîì èç ýòèõ íàïðàâëåíèé áûëî ïîëó÷åíî
Â. Ìàäåðîì â ñòàòüå [6].

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü G � ìèíèìàëüíûé
k-ñâÿçíûé ãðàô. Òîãäà êîëè÷åñòâî âåðøèí

ñòåïåíè k â G íå ìåíåå ( )GV
k

k

12

1

−
− .

Îáùèõ ðåçóëüòàòîâ âî âòîðîì íàïðàâ-
ëåíèè ïîëó÷åíî íå áûëî, íî ñóùåñòâóþò
ïðîäâèæåíèÿ â èçó÷åíèè 4, 5, 6 è 7-ñâÿç-
íûõ ãðàôîâ. Ñëó÷àé 4-ñâÿçíûõ ãðàôîâ ïîë-
íîñòüþ îïèñàí â ðàáîòàõ Ì. Ôîíòå [4] è

Í. Ìàðòèíîâà [5], äëÿ 4-ñâÿçíûõ ãðàôîâ òàê-
æå ïîëó÷åíî, ÷òî èç ìèíèìàëüíîñòè ïî ñòÿ-
ãèâàíèþ ñëåäóåò ìèíèìàëüíîñòü è äîêàçà-
íî, ÷òî c = 1. Äëÿ ãðàôîâ áîëåå âûñîêîé
ñâÿçíîñòè ñóùåñòâóþò ïðèìåðû ìèíèìàëü-
íûõ ïî ñòÿãèâàíèþ, íî íå ìèíèìàëüíûõ ãðà-
ôîâ, è, òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåíèå ãðà-
ôîâ, îáëàäàþùèõ îáîèìè ñâîéñòâàìè, ñòà-
íîâèòñÿ ñîäåðæàòåëüíûì. Còðóêòóðà ìèíè-
ìàëüíûõ ïî ñòÿãèâàíèþ 5-ñâÿçíûõ ãðàôîâ
íàèáîëåå ïîäðîáíî èçó÷åíà â ñåðèè ñòàòåé
Ê. Àíäî è äð., çàâåðøàþùåéñÿ ñòàòüåé [7].

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü G � ìèíèìàëüíûé
5-ñâÿçíûé ãðàô. Òîãäà êîëè÷åñòâî âåðøèí

ñòåïåíè 5 â G íå ìåíåå ( )GV
2

1
.

Îòíîñèòåëüíî ñòðóêòóðû ìèíèìàëüíûõ
è ìèíèìàëüíûõ ïî ñòÿãèâàíèþ 5 è 6-ñâÿç-
íûõ ãðàôîâ áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðå-
çóëüòàòû.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü G � 5-ñâÿçíûé, ìè-
íèìàëüíûé è ìèíèìàëüíûé îòíîñèòåëüíî
ñòÿãèâàíèÿ, ãðàô. Òîãäà êîëè÷åñòâî âåð-

øèí ñòåïåíè 5 â G íå ìåíåå ( )GV
7

4
.

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü G � 6-ñâÿçíûé, ìè-
íèìàëüíûé è ìèíèìàëüíûé îòíîñèòåëüíî
ñòÿãèâàíèÿ, ãðàô. Òîãäà êîëè÷åñòâî âåð-

øèí ñòåïåíè 6 â G íå ìåíåå ( )GV
2

1
.

Ðèñ. 5
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Abstract

A brief analysis of k-connected graphs structure problem is given in the article.
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